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1 1
第2固有値入； 第3固有値入；
固有値の大小関係は,入,＞入i>入&>入Y>入;>入；
入，：次数5の分岐点に対する固有値
入i,入&：次数4の分岐点に対する固有値
入Y,入;,入;:次数3の分岐点に対する固有値
図1.3:図1．1のグラフGの細分グラフG20の固有ベクトル
7第2章問題設定
2．1一般的な用語と記号の準備
グラフGとは,p個の頂点集合v(G)={t),,"2,...,Up}とGの2つの頂点
Ujと吟を結ぶ9個の辺、すなわち順序を問わない対e==U鋤=TIjUjの集合
E(G)={e,,e2,…,e9}の対G=(v(G),E(G))のことを言う･pも9も有限であ
るグラフを有限グラフといい,その他の場合を無限グラフという．この報告では，
Gは無向単純な有限グラフとする．グラフの頂点Uに接続している辺の個数をそ
の頂点りの次数といい,deg(")とか<.
グラフG=(v(G),E(G))の隣接行列AG=(cM,,j)#,j=,,2,…,pは
｛;蝋望|:｜α”＝
で定義されるp-次正方行列である．このAGの固有値をグラフGの固有値とい
い、固有値全体の集合をo(AG)と書くことにする．この報告では、Gは無向で単
純な有限グラフを考えるので、AGは対称行列となり、固有値はすべて実数とな
る．また、固有値は頂点の番号付けによらない．
グラフGを伽細分するとは,Gの全ての辺に新しい頂点をちょうどn個増や
すことをいう．〃細分されたグラフをs"(G)=G"とか<(図2.1).また、Gを
Goともかくことにする．
2.zこの報告で導入された用語と細分グラフの分割
また、この報告では、次数が3以上の頂点が重要な役割を持つので、とくに分
岐点とよぶことにし、ボールド体の記号bをつかって分岐点を表すことにする．ま
第2章問題設定8
図2.1：グラフGとGの3細分グラフG3
たGの分岐点の個数をMと書く．さらに辺e=f)1U2と頂点りの距離(I(e,U)を、
cI(e,U)=min{d(U,,t)),cI("2,")}
と定める．ここで頂点間の距離は通常どおり最短の路の長さで定めておく．細分グ
ラフG"の辺eが接続辺であるとは、ある分岐点らがあって、
fi(e,b)､=1
をみたすことをいう(図2.2)．ここで｢"1は'"を超えない最大の整数である．
??
??????
?
●で●●●●~す●●●
図2.2:左上より,GO,Goの3細分グラフG31G3の接続辺e
主定理を示すためには、G"を次数の等しい頂点ごとに部分グラフに分割して考
える必要があるので､その準備をする．まずG"の部分グラフ脇=(v(EM),E(E&))
2.2．この報告で導入された用語と細分グラフの分割
を
v(E,)=v(G"),
E(Fh)={eEE(G)'d(e,6)≦1号1をみたすbがある
で定義する(図2.4).また,部分グラフHh=(V(Hh),E(Hi,))を
V(Hh)=V(G")
9
｝
E(Hh)=E(G")W(Fh)
と定義する(図2.5).つまり凡は,分岐点から距離｢wz/31以下の辺だけを残した
G"の部分グラフであり，脇はG"からそれらの辺を除去した部分グラフである．
分岐点biから距離｢”/31以下の辺だけでできる木をn’とか<.GnとE@と恥
の隣接行列AG"とA凡とAH"には次の関係が成り立っていることとに注意して
おく：
AG"=A&+AH". (2.1）
第2章問題設定10
図2.3：グラフG6
。????? ?。??、?
｜●｡②、②｜●。③●の①⑨i
／
／
／
／
ググ
･･~や凸伸かBG一q
n2
ｰ由●■●一一
n1
図2.4：グラフG6の部分グラフ凡
｜’
●の
｡－.~~｡~~-.-.~~~・・畠・・－.一・一~・・曲．。~･~－.~~｡~~~.－°
図2.5：グラフG6の部分グラフH6
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これ以降,次数kの分岐点を川個もつグラフGのみを考える。
3.1隣接行列の表現
Gnは次のように分割される
G"==ZIU乃U.･･UZnUFUHh.
ここで,喝は次数たの分岐点をもつ恥の部分木で,FはG"から喝U乃U…U
r;7zUHhを取り除いた部分グラフ,すなわち次数h以外の分岐点をもつ脇の部
分木からなる森とする．また，
S=#V(G"),s=#V(T,)=#V(乃)=…=#v(zWn)
とかく．このsは、の1次式となる：
このとき,AG"は
AG"=AEa+AH"=
s=kxI:1＋1．
;"“1
0
+AH"
(3.1）
と表せる.A凡は,部分木璽の隣接行列Anと森Fの隣接行列AFを,対角ブ
ロックに並べたものとなる．各囚は同じ型の木なので、その最大固有値は全て一
致している．その値を〃とかく．
12 第3章主定理
3.2行列の固有値の近似
川≦、とする。AとCをそれぞれn次と、次のエルミート行列,Qを、×7乃
行列とするとき,AのCとQに関する行列剰余を
R(c)=AQ-Qc
で定義する．また、行列Tのノルム||T||2を
|IT|2=!濁葵IT"|2
垂EC冗
で定義する．ここで||"||2は通常のC"のノルム
||"||2=
(3.2）
(3.3）
である．
次の定理3．1では,冗次エルミート行列Aの川個の固有値を川次のエルミー
ト行列Cのスペクトルで近似することを考える．
定理3．1[[31,pl571Qを川個の正規直交ベクトルを並べて作るn-次正方行列と
し,またcの固有値を{α‘}窪,とかくと,Aの川個の固有値{",}Z,の集合で次
をみたすものが存在する．
3.3主定理
m邸|",－α,|≦||R(c)ll2.
2
本論文では,グラフG"の隣接行列AG"の川個の固有値を77n次単位行列の〃
倍である
C="Iin （3.4）
のスペクトルで近似することを考える．ここで似はAzMの最大固有値である．ま
た,ベクトル
x=(z,,…,"s)tEcs
3.3．主忘理 13
をAnの最大固有値〃に属する正規な固有ベクトルとする．フロベニウスの定理
により，最大固有値の固有ベクトルの成分は全て非負の実数にとれることを注意し
ておく．喝はすべて同型なので,適切な表現を得らんで7Xは共通のベクトルにで
きる．このxから曇jECsを
（0,…,0,"1,z2,…,zs,0,...,0）＃
～
Zj=
とする.ただし7"1は第s(i-1)番目の成分である．
A"=〃鋤
～
となる．この公を並べて
Q､z,,"2,...,zm)
とおく．また,||Zjll2=ll"jll2=1であり，
a'3+";+…+":=1
である．
命題3.1AG"の行列剰余は,R(c)=J4H"Qである．
証明.R(c)=AG"Q-Qc=(AFh+A脇)Q一"Q=AH"Q.
命題3.27z-次元縦ベクトルαjを並べた凡×7n-行列
A=(cM,,Q2,...,(mm)
に対し、
||AII2≦||q,||2+…+||qmll2
である．
証明."=(",,"2,...,zm)を|ur,l2+…+|:zml2=1みたしているとする．
AZ="1(Z1+"2q2+・・･+"mqm
(3.5）
□
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であり、｜鋤'三1だから，
｜|伽''2≦|"1111alll2+|"2111"2112+…+|"mlllqmll2
≦｜|α1112＋||α2112＋…+||amll2.
式(3.2)より,||AII2=maxII"II=,|IA"||2なので，
IA|2=ia"IAzI|2
〈鵬（||α'''2＋||α2112＋…+llamll2)
＝｜|α1112＋||α2112＋…+||qmll2
となる．
また簡単な計算ではあるが次の命題も用意しておく．
命題3．3実数cl,C27･･･)Cmが以下の条件
｛鐘ざ+魚-ェ
をみたしていれば，
1
C<-=
一､/雨
が成り立つ．
証明．不等式c:≧C2>0(j=1,…肌)を辺ごとに足し算すると
cf+c;+…+c急≧mC2
となり，不等式が得られる．
これをつかってxの成分の大きさの評価を与えておく．
命題M木肌玲個の葉に対する缶‘の成分‘は‘三夫をみたす
証明．数ベクトル曇iはその選び方により0でない成分は高々s個
(3.6）
□
□
で正値であ
る．また喝の対称性を考えると,木現の為個の葉に対する公の成分は全て等し
3.3．主定理 15
い､その値をcと書くことにすると7Cは曇@の0ではない成分の最小値となる．な
ぜなら、喝の最大固有値に対応する固有ベクトルはかならず分岐点を最大として
指数的に減少する解となるからであるよって､補題33より↑三夫となるロ
以下,主定理を述べてその証明を行う．
定理3．2(主定理）与えられたグラフG=Goの腓細分グラフをG"とする．さ
らにた≧3とし,伽をた次の分岐点をもつ部分木囚の最大固有値とする．さらに
Ak,"=
とおく．このとき
{-R,'伽入く方ｽはAGの固繩｝
I/A=AG"の固有値入の固有空間
dim$I/ｽ三h次の分岐点の個数
入EAk,7z
が成り立つ．
証明．G"は命題3．1の仮定をみたすので，
R(c)=AHQ､AHz,,AHz2)…,AHzm)
である．命題3．4により
1
C<-=
一､/百
であり，さらにA脇壺jの0でない成分は,ル個でその値は全て等しいので，
IA脇轟,|;=Ic2=E
S
よって、命題3．2により、次の不等式が成立する．
||R(c)ll2 ＜－
＜
－
|IAHz,||+IIAHz211+…+IIAH"mll
應+…+侭
伝高三=二汀Z
7n
〈､/｢亮7訂
(3.7）
(3.8）
16 第3章主定理
定理3．1によって,相異なるとは限らない川個の固有値Iﾉ1,Zﾉ2,･･,7Zﾉｹ”で
'〃必'<蒲
を満たすものがある．すなわちAh,"は"11Zﾉ2,…,zﾉmを含む．よって,主定理がい
えた． □
数値計算の結果を参照する限り,次の主張が成立すると考えているが,今のとこ
ろ証明はない。
Conjecture3.1定理3.gの式個.刀は十分大きな、で等号が成立する．
第4章パラライングラフについての
Conjecture
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パラライングラフPL(G)は,元のグラフGの各頂点りをdeg(")次の完全グラ
フKdeg(")に置きかえてできるグラフである．パラライングラフの完全グラフ部分
を除く辺において、細分を行ったものを、細分パラライングラフといい,PL"(G)
とかく(図4.1)．この章では,パラライングラフPL(G)の次数の分布と、細分パ
ラライングラフPL"(G)の固有値の分布に関するConjectureを述べる．
数値計算によりGの等しい次数の頂点の数とPL"(G)の固有値の分布の関係を
調べた.その結果から,PL"(G)の部分グラフKbの2より大きい固有値は1つし
かなく(図4.3),G"の部分グラフ恥のものと同じ形状である(図4.5).
よって,完全グラフ部分(図4.2)をGの分岐点に対応させるとすると,PL"(G)
についても定理3.2と類似である以下のConjecture4.1が成り立つと考えている．
Conjecture4.1kZ3とし、脆次の分岐点を川個持つグラフGが与えられて
いるとする.GのパラライングラフPL(G)から得られるPL"(G)を伽細分パラ
ライングラフとする．また〃代を完全グラフKk部分をもつ部分グラフKbの最大
固有値とする．さらに
Ak,"=
とおく．このとき
が成り立つ．
{入ER;|"k-入|<命入はAP叩の固有値}｡
I/i=APL"(G)の固有値入の固有空間
dim①脇＝肉次の分岐点の個数
入EAk,"
18
(左上より，
PL6(G))
第4章パラライングラフについてのConjecture
図4.1:仰＝3の仰細分パラライングラフPL"(G)の例
グラフG,GのパラライングラフPz,(G),6細分パラ’ ライングラフ
図4.2:6細分パラライングラフPL6(G)の完全グラフ部分の1.,Kb
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図4.3:図4.1のグラフGの、細分パラライングラフPL"(G)の完全グラフ部分
1つの固有値と細分数、の関係(n=5,n=10,n=20の3つについて表示）
図4.4:図2．2のグラフGoの6細分グラフG6の1つの分岐点らに対する乃
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図4.5： 図2．2のグラフGoの、細分グラフG"の1つの分岐点bの固有値と細分
数冗の関係(n=5,n=10,n=20の3つについて表示）
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